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Bang ky hiéu

R" khong gian thyc n chiéu

R™*™ khong gian cdc ma tran cap m x n trén R

Lla, b] khong gian cac ham kha tich trén doan |a, b]
LP[a,b] khong gian cadc ham khé tich bac p trén doan [a, b]
B ham Beta

I ham Gamma

\ai gradient ctia ham f



Md& dau

Ham 16i va tap 16i da duge nghién ctu tit 1au bdi Holder, Jensen, Minkowski.
Dac biét v6i nhiing cong trinh ctia Fenchel, Moreau, Rockafellar vao cac thap
nién 1960 va 1970 da dua giai tich 16i trd thanh mot trong nhitng linh viic phat
trién nhat ctia toan hoc. Hai tinh chat co ban ctia ham 16i la tinh chat dat gia
tri 16n nhat trén bién va bat ky cuc tiéu dia phuong nao ciing la cuc tiéu trén
tap xac dinh gitp cho ham 16i dudce st dung rong rai trong toan hoc 1y thuyét
va ting dung. Bén canh d6, mot s6 ham khong 16i theo nghia day di nhung
ciing chia sé mot vai tinh chat nao dé ctia ham 16i, ching han 16p ham tién 16i
bat bién (preinvex functions). ..

Mot trong nhitng bat dang thic ndi tiéng cho ham f 16i trén [a,b] C R 13
bat dang thitc Hermite-Hadamard:

(45 <52 [ e < H D

(1)

hay 6 dang tuong duong:

(b—a)f <“+b) /f \dz < b—a)f()+f() 2)

C6 rat nhiéu nha toan hoc da nghién citu va ma rong bat ding thic Hermite—

Hadamard (1) cho cac 16p ham 16i khac nhau va dua ra nhiéu ting dung trong
chiing minh cac bat dang thitc dai s6, hinh hoc, lugng gidc khac. Day la mot
dé tai duge nhiéu nha toan hoc quan tam. Do d6, t6i chon dé tai "Bat ding
thitc dang Hermite-Hadamard cho ham tién 16i bat bién" dé nghién citu cho
luan van thac si chuyén nganh Phuong phap toan so cap cla tac gi.

Muc tiéu ctia dé tai luan van I1a tim hiéu va trinh bay lai mot s6 bat dang
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thitc méi duge xay dung tit bat dang thitc Hermite-Hadamard (1) cho ham tién
161 bat bién trong cac tai lieu [7] va [8] cong bd nam 2019 va 2017.

Noi dung cta luan van duge trinh bay trong hai chuong.

Chuong 1. Ham tién 16i bat bién va mot s6 tinh chat

Chuong nay trinh bay mot s6 kién thic co ban vé tap 10i, ham 16i, tap 1oi
bat bién, ham tién 16i bat bién, mdi lien hé gitta ham tién 16i bat bién v6i ham
10i v& mot s6 tinh chat co ban clia ham tién 16i bat bién, dua ra vi du vé ham
tien 16i bat bién va cach nhan biét ham tien 16i bat bién.

Chuong 2. Bat dang thiic Hermite-Hadamard cho ham tién 16i bat
bién

Chuong nay trinh bay mot s6 bat ding thiic méi dang Hermite-Hadamard
cho mot s6 16p ham tién 16i bat bién, ap dung dé danh gia mot sb gia tri trung
binh diic biét v mot s6 hé qua vé quy tic ba diém, quy tic hinh thang, quy
tac Simpson.

Luan van dugc hoan thanh tai Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén. Trong qua trinh hoc tap va thyc hién luan van nay, Truong Dai hoc
Khoa hoc da tao moi diéu kien t6t nhat dé tac gia hoc tap, nghién ctu. Tac
gia xin duge bay t6 long biét on chan thanh dén cic thay, co trong khoa Toan
- Tin, trong Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén. Dac biét, tac
gid xin bay t6 long biét on sau sic t6i PGS.TS. Nguyén Thi Thu Thily - ngudi
da truc tiép gitp do, huéng dan vé kién thic, tai lieu va phuong phap dé téc
gid hoan thanh dé tai nghién cttu khoa hoc nay. Tac gid cling xin dude gii 10i
cam on t6i gia dinh, ban be, dong nghiép da dong viéen, cb vii, khich lé va gitap
dé trong thoi gian qua.

Thai Nguyén, thang 10 nam 2019

Tac gia luan van

Lé Khanh Van



Chuong 1

Ham tién 16i bat bién va mot so tinh

chat

Chuong nay trinh bay mot sé kién thitc co ban clia ham 161, ham s-16i, tap
16i bat bién, ham tién 10i bat bién va mot s6 tinh chat ctia ham tién 16i bat

bién. Noi dung ctia chuong duge tong hop tit cac tai lieu [1]-[8].
1.1 Ham s-16i

1.1.1 Ham loi

Cho hai diém a, b € R™. Tap tat cd cac diem x = (1—N)a+Abvéi0 < A <1
goi 14 doan thang (déng) ndi a va b, va duge ky hieu 1a [a, b].

Dinh nghia 1.1.1 (xem [1]). Tap C C R" dugc goi la tap 16i néu véi moi
A€ [0,1] vamoi x1, 29 € C thi z) := Ax1 + (1 — N € C.

Nhu vay, tap 16i C chita moi doan thang néi hai diém bat ky ctia no.

Hinh 1.1: Tap 16i Hinh 1.2: Tap khong 16i
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Pinh nghia 1.1.2 (xem [1]). Cho C 1a mot tap con 16i khac rong ciia khong
gian R", f : C'— R 1a ham s6 thyc xac dinh trén tap 16i C. Ham f dugce goi 1a

(7) ham 16i tren C' néu véi moi x,y € C' va moi s6 thuc A € [0, 1], ta ¢o
fPa+ (1 =Nyl < Af(z) + (1 =) f(y). (1.1)
(i) 16i chat tren C' néu bat dang thic (1.1) 1a chat v6i moi z khac y, moi
A€ (0,1).
Néu n = 1, Dinh nghia 1.1.2 cho ta dinh nghia vé ham 16i mot bién tren R.

Dinh nghia 1.1.3 (xem [1]). Ham f : [a,b] C R — R dugc goi 1a ham 161 néu
véi moi z,y € [a,b] va A € [0, 1] thi

Az + (1 =Nyl < Af(z) + (1= A)f(y). (1.2)

Ham f duge goi 1a ham 16m néu ham (—f) 1a 1oi.

Y
()

0) ¢ @ T2 d g
Hinh 1.3: Ham 16i.
Sau day 14 moi lien heé gitta ham 16i va tap 1oi.

Dinh 1y 1.1.4 (xem [1]). Gid st ham f : R" — R la mot ham 1oi trén R™ va
A e R. Khi do

Cyh:i={z: f(z) <A}, Cr:={z: f(z) <A}

la cdc tap loi.
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Tap C\, C) trong Dinh 1y 1.1.4 goi 1a cac tap mic dudi.

Dinh ly 1.1.5 (xem [1]). Cho C' la mot tap loi, khdac rong trong khong gian R"
va f: R" = R la mot ham 10i. Khi dé, moi diém cuc tiéu dia phuong cia f

tren C déu la cuc tiéu toan cuc.

Dinh ly 1.1.6 (xem [1]). Mot ham loi chat f trén mot tap loi C c6 nhieu nhat

mot diem cuc tieu trén C'.

Vi du 1.1.7. Ham 16i chat mot bién f(z) = 2%, 2 € R, ¢6 duy nhat mot diem

cue tieu xg = 0. Ham 15i chit f(z) = €%, x € R, khong c¢6 diém cye tiéu nao.
Sau day 1a méi lien he gitta ham 16i n bién vA ham 16i mot bién.

Dinh ly 1.1.8 (xem [1]). Ham f(z), x € R™ la ham 107 khi va chi khi ham mot
bién o(\) := f(x + A\d) la ham 1oi theo X\ vdi méi x,d € R™.

Chitng minh. Diéu kién can 1a ro rang. Ta chiing minh diéu kién du. Gia st
¢ 13 ham 16i véi moi x,d € R". Lay x, y bat ky thuoc R" va diat d = z — .
Khi d6 v6i moi A € [0, 1] ta c6

f[(l — ANz + )\y} = flx+ M) = p(\) = 90[(1 —A).0+ )\.1}
< (1 =Np(0) +Ap(1) = (1 = A) f(z) + Af(y).

Vi du 1.1.9. Cac ham sau day la cac ham 16i (mot bién):
(7) ham afin: ax + b trén R v6i moi a, b € R,
(79) ham mu ™ trén R v6i moi a € R,

Vi du 1.1.10. (i) Moi ham chuan déu la ham 16i trén R”, trong d6

n >
|||, = (Z |xip> véi p>1 va ||z]e = max |z,
i=1

1<i<n

Vol x = (x1,...,29) € R™.

(74) Cho C' C R" 1a mot tap 16i khac rong, cac ham sau day 1a ham 16i tréen R™:



0, néu z € C,

Ham chi ctia C": 9 =
(a) Ham chi ctia o(x) { oo, mbuzéC.

(b) Ham khoang cach tit diém x € R" dén C : de(x) = ing |z —y||.
ye

(477) Ham duge xac dinh dudi day 1a ham 1061 trén R™" v6i A = (a;;)mxn V&
X = (Cliij)an, beR

f(X) = ZZaijxij + b.

i=1 j=1

1.1.2 Ham s-16i
Trong muc nay ta st dung ky hieu R™ = [0, +00).
Dinh nghia 1.1.11 (xem [5]). Ham f : RT — R dugc goi 1a
(7) ham s-16i loai mot néu
flax + By) < a’f(z) + 8°f(y) (1.3)
véi moi x,y € RY vamoi v, § > 0 véi o + 55 =1, s € (0, 1];

(47) ham s-13i loai hai néu bat dang thic (1.3) théa man véi moi z,y € RT, va
moi o, 5 > 0véia+ 8 =1,s¢€(0,1].
Nhan xét 1.1.12. Dé thay rang khi s = 1 thi ham s-16i (loai mot, loai hai)

tré thanh ham 16i mot bién thong thuong xac dinh tren [0, +00).

Vi du 1.1.13. Cho s € (0,1) va a,b, ¢ € R. Ta dinh nghia ham f tu [0, +00)
vao R nhu sau:
a, x =0,

bz’ + c, x > 0.
Khi do,
(1) Néu b >0, ¢ < a thi f 1a ham s-16i loai mot.
(74) Néu b > 0va 0 < ¢ < a thi f 13 ham s-16i loai hai.

Ching minh. (i) Ta xét hai truong hgp sau day:



